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Chapitre 17 Espaces vectoriels de dimension finie
� Notion de Dimension :
I Définition : On dit qu’un K-e.v. est de dimension finie sur K s’il admet

une famille génératrice finie.
I

♥♥
Lemme (d'échange) :
Si E possède une base de cardinal n, toute famille de vecteurs infinie
ou de cardinal supérieur ou égal à n+ 1, est liée.

I Corollaire (équicardinalité des bases) :
Si E admet une base finie de cardinal n, alors toutes les bases ont
pour cardinal n.
On note dimK

(
E
)

ce cardinal commun (dim
(
E
)

lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïté).

I Exemples : dimC
(
C
)
, dimR

(
C
)
, dimK

(
Kn[X]

)
.

I Propriété : On peut revenir sur l’équivalence libre maximale – généra-
trice minimale – base dans le cadre d’un K-e.v. de dimension finie :
Si E est un K-e.v. de dimension n et si

(
e1, . . . , ek

)
est une famille

de vecteurs de E :
• Si k > n, la famille

(
e1, . . . , ek

)
est liée.

• Si k < n,
(
e1, . . . , ek

)
n’est jamais génératrice.

• Si k = n,
(
e1, . . . , ek

)
base ssi libre ssi génératrice.

I Corollaire : Dans un K-e.v. de dimension n, pour montrer qu’une fa-
mille de n vecteurs est une base il suffit de montrer qu’elle est libre
(ou bien qu’elle est génératrice).

I Corollaire : Si E est de dimension finie et qu’il existe un isomorphisme
entre E et F , alors F est de dimension finie, égale à celle de E.

I

♥♥
Théorème (théorème de la base incomplète) :
Soit E un K-e.v. de dimension finie, si L est une famille libre de
vecteurs de E et si G est une famille génératrice dans E, il existe
une sous-famille G′ ⊂ G telle que L ∪ G′ soit une base de E.

I Corollaire : De toute famille génératrice on peut extraire une base ; en
particulier, un K-e.v. est de dimension finie ssi il admet une base de
cardinal fini.

I Propriété : Soit F un s-e.v. d’un K-e.v. E de dimension n alors : F est
de dimension finie p, et p 6 n.

I Corollaire : Si E est un K-e.v. de dimension finie et F un s-e.v. de E,
F = E ssi dimK

(
F
)
= dimK

(
E
)
.

I Propriété (existence et dimension d'un supplémentaire) :
Soit E un K-e.v. de dimension finie ; tout s-e.v. de E admet un sup-
plémentaire G. De plus, dimK

(
E
)
= dimK

(
F
)
+ dimK

(
G
)
.

I Vocabulaire : les s-e.v. de dimension 1 sont les droites vectorielles, ceux
de dimension dimK

(
E
)
− 1 sont les hyperplans.

I Propriété : Si E est un K-e.v. quelconque a priori et si F et G sont
deux s-e.v. de E supplémentaires et de dimension finie, alors E est
de dimension finie et dimK

(
E
)
= dimK

(
F
)
+ dimK

(
G
)
.

I

♥♥
Propriété (formule de Grassmann) :
Si E1 et E2 sont deux s-e.v. de dimensions finies d’un K-e.v. E,
alors :

dim
(
E1

)
+ dim

(
E2

)
= dim

(
E1 ∩ E2

)
+ dim

(
E1 + E2

)
I Corollaire (caractérisation des supplémentaires en dimension finie) :

Soit E1 et E2 deux s-e.v. d’un K-e.v. de dimension finie. Il y a équi-
valence entre :
• E1 ⊕ E2 = E
• E1 + E2 = E et dimK

(
E1

)
+ dimK

(
E2

)
= dimK

(
E
)

• E1 ∩ E2 =
{
0E
}

et dimK
(
E1

)
+ dimK

(
E2

)
= dimK

(
E
)

I Propriété : Si E et F sont deux K-e.v. de dimensions finies, E × F
également et dim

(
E × F

)
= dim

(
E
)
+ dim

(
F
)
.

Si E1, . . . , En sont des K-e.v. de dimensions finies alors leur produit

aussi et dimK
( n∏
k=1

Ei

)
=

n∑
k=1

dimK
(
Ei

)
.

I Corollaire : Tout K-e.v. de dimension n est isomorphe à Kn.
I Propriété : Si E et F sont deux K-e.v. de dimensions finies, L

(
E, F

)
également et dimK

(
L
(
E, F

))
= dimK

(
E
)
dimK

(
F
)
.

� Notion de Rang :
I Définition (rang d'une famille de vecteurs) :

Si
(
u1, . . . , up

)
sont des vecteurs de E, on appelle rang de la famille

et on note rg
(
u1, . . . , up

)
la dimension de Vect

(
u1, . . . , up

)
.

I Propriétés élémentaires :

• rg
(
u1, . . . , up

)
= rg

(
uσ(1), . . . , uσ(p)

)
pour σ ∈ Sp.

• rg
(
λu1, . . . , up

)
= rg

(
u1, . . . , up

)
pour λ ∈ K \

{
0
}

.

• rg
(
u1 +

p∑
k=2

λkuk, u2, . . . , up

)
= rg

(
u1, u2, . . . , up

)
si(

λ2, . . . , λp
)
∈ Kp−1.

• rg
(
u1, . . . , up

)
= rg

(
u1, . . . , up, 0E

)
.

I Définition (rang d'une application linéaire) :
Si f ∈ L (E, F ) et si imf est un K-e.v. de dimension finie, on appelle
rang de f et on note rgf , la dimension de imf .

I Propriété : Si E est de dimension finie et si B = (e1, . . . , ep) est une
base de E, alors rg(f) = rg

(
f(e1), . . . , f(ep)

)
.

I Propriété : Si E et F sont de dimensions finies et f ∈ L (E, F ),
rgf 6 min (dimE, dimF ).

I Propriété (caractérisations de la surjectivité et de l'injectivité) :
Si E et F sont de dimensions finies et f ∈ L (E, F ), rg(f) = dimF

ssi f est surjective sur F , rg(f) = dimE ssi f est injective.
I Propriété : Si E et F sont de dimensions finies et f ∈ L (E, F ), il y a

équivalence entre :
• f ∈ Isom(E, F )
• L’image de toute base de E est une base de F .
• L’image d’une base de E est une base de F

I Propriété : Si f ∈ L (E, F ) et g ∈ L (F,G) et si l’une de ces applica-
tions est de rang fini, alors rg(g◦f) 6 min(rgf, rgg). En particulier, si
g est bijective rg

(
g ◦f

)
= rg

(
f
)

et si f est bijective rg
(
g ◦f

)
= rg

(
g
)
.

I

♥♥

Théorème (théorème du rang) :
Soit E un K-e.v. de dimension finie et F un K-e.v. quelconque,
alors :

dim
(
im(f)

)
+ dim

(
ker(f)

)
= dim

(
E
)

(ou encore rg(f) = dim
(
E
)
− dim

(
ker(f)

)
).

I Théorème : Si E et F sont deux K-e.v. de même dimension n, et si f
est une application linéaire de E dans F , on a équivalence entre :
• f est injective
• f est surjective
• f est bijective

• rg
(
f
)
= n

• f est inversible à droite
• f est inversible à gauche

Chapitre 18 Matrices - Applications linéaires
� Définitions -Vocabulaire :
I Propriété (lien avec les applications linéaires) :

Si E et F sont deux K-ev de dimensions finies p et n respectivement,
si u ∈ L (E, F ) et si E =

(
e1, . . . , ep

)
et F =

(
f1, . . . , fn

)
sont

des bases de E et F ; on note mij les composantes des images des

vecteurs de la base E par u : ∀j ∈ 1, p, u(ej) =
n∑

i=1

mijfi.

On dit que MatE ,F (u) = (mij)i∈1, n
j∈1, p

est la matrice de l’application

linéaire u dans les bases E et F .

I Propriété : φE ,F :

∣∣∣∣∣L (E, F ) → Mn,p(K)

u 7→ MatE ,Fu
est un isomorphisme.

I

♥♥
Exercice :
Si E et F sont deux K-ev de dimensions p et n (non nulles) et si
f ∈ L (E, F ) est une application linéaire de rang r, alors il existe

♥♥
des bases E et F de E et F telles que la matrice associée soit :

MatE ,F (f) =

(
Ir 0
0 0

)
.

I Propriété : Le produit matriciel est bilinéaire, associatif. Le produit de
matrices carrées d’ordre n est non commutatif si n > 1.

I Rappel : Cas particulier du produit des matrices élémentaires.
I Propriété : Une matrice est inversible si et seulement si elle admet un

inverse à gauche, si et seulement si elle admet un inverse à droite.
I Propriété : Stabilité de l’ensemble des matrices triangulaires supé-

rieures par produit ; l’inverse d’une matrice triangulaire supérieure
inversible est triangulaire supérieure.

I Définition : Transposée d’une matrice M ; notation tM (ou MT ).
I Propriétés élémentaires : (AB)T ,

(
MT

)T .

I Propriété : φ :

∣∣∣∣∣Mn,p(K) → Mp,n(K)

M 7→MT
est un isomorphisme.



I Définition : Ensembles des matrices symétriques et antisymétriquessont
supplémentaires dans Mn(K)).

I Exercice : Notion de matrice définie par bloc et de produit par blocs.

� Interprétationmatricielle d'une application linéaire - notion de rang :
I Définition : Matrice d’un vecteur relativement à une base.

Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases.
I Définition : Matrice associée à une famille de vecteurs dans une base

B.
I Définition (matrice de passage entre deux bases) :

Soit E un K-ev et B =
(
e1, . . . , ep

)
est une base ; si B′ =(

e′1, . . . , e
′
p

)
est une autre base de E, on note PB′

B la matrice de
passage de la base B vers la base B′.
Il s’agit de la matrice dont le j-ème vecteur colonne représente les
composante de e′j dans la base B.
Autrement dit : MatB′, B(Id) = PB′

B .
I Propriétés élémentaires :

PB′
B est une matrice inversible, d’inverse PB

B′ : PB′
B PB′′

B′ = PB′′
B .

I Propriété (formule de changement de base pour les vecteurs) :

Si X = MatB(x) et X′ = MatB′ (x), alors X = PB′
B X′

I

♥♥

Propriété (formule de changement de base pour les applications) :
Si E,F sont deux K-ev de dimensions non nulles p et n respecti-
vement. On considère E , E ′ deux bases de E et F , F ′ deux bases
de F ; on note P = PE ′

E ∈ GLp(K) et Q = PF′
F ∈ GLn(K) ; si

f ∈ L (E, F ) et si on note M = MatE , Ff et M ′ = MatE ′, F′f ,
alors on a M ′ = Q−1MP .(

E, E
) (

F,F
)

(
E, E ′) (

F,F ′)
f

M

f

M ′

IdE P IdF Q

I Corollaire (cas particulier d'un endomorphisme) :

Si f ∈ L (E), on prend E = F et E ′ = F ′ ; si on note PB′
B ,

M = MatE f et M ′ = MatE ′f , alors M ′ = P−1MP .
I Définition (rang d'unematrice) :

Le rang d’une matrice est le rang de l’application linéaire canonique-
ment associée.

I

♥♥
Propriété : Si P ∈ GLn(K) et Q ∈ GLp(K) et A ∈ Mn,p(K), alors
rg
(
A
)
= rg

(
PAQ

)
.

I Propriété : Soit M ∈ Mn
(
K
)

; il y a équivalence entre :
• M est inversible.
• L’application linéaire canoniquement associée à M est bijective.
• ∃N ∈ Mn

(
K
)
, MN = In.

• ∃N ∈ Mn
(
K
)
, NM = In.

• Toute application linéaire dont la matrice d’une base E de Kn vers
une base F est égale à M est bijective.

• M ∼
L
In.

• rg
(
M
)
= n.

• M est une matrice de passage entre deux bases.
• Pour toute base B de Kn, il existe une base E telle que M = PE

B .
• Pour toute base B de Kn, il existe une base F telle que M = PB

F .
I Exercice (réduction du rang) :

Si A ∈ Mn,p(K) est une matrice de rang r, alors il existe deux
matrices Q ∈ GLn(K) et P ∈ GLp(K) telles que A = QJrP où

Jr =

(
Ir 0
0 0

)
.

I Définition (opérations élémentaires) :
Rappel sur les opérations élémentaires et leurs matrices associées.

I Corollaire : Si A ∈ Mn,p(K), rgA = rg
(
AT
)
.

I Application : Calcul de l’inverse d’une matrice.

Chapitre 19 Déterminants
� Déterminant d'une famille de vecteurs :
I Définition : Soit E un K-ev de dimension n et E une base de E.

Il existe une unique application f : En → K vérifiant les trois
propriétés suivantes :
• f est linéaire par rapport à chacune de ses variables ;
• f est alternée ;
• f

(
E
)
= 1.

On notera det E cette fonction.
I Propriété : Avec les notations précédentes, si f : En → K est linéaire

par rapport à chaque variable et alternée, alors elle est un multiple
de det E .

I Exemple : Cas particuliers en dimension 2 et 3, expression dans un
base en fonction des coordonnées ; interprétation comme une aire /
un volume orienté(e).

I Propriété : La famille
(
x1, . . . , xn

)
est une base si et seulement si

det E
(
x1, . . . , xn

)
6= 0.

� Déterminant d'un endomorphisme :
I Définition / propriété : Si ϕ est un endomorphisme de E, un K-espace

vectoriel de dimension finie, le déterminant de la matrice MatB
(
ϕ
) est indépendant de la base B choisie, on le note det

(
ϕ
)
.

I Propriétés : on peut traduire les propriétés opératoires des détermi-
nants matriciels pour les déterminants d’endomorphismes.

� Déterminant d'unematrice carrée :
I Propriété : Pour toute matrice A ∈ Mn

(
K
)
, on note det

(
A
)

le déter-
minant dans la base canonique de l’endomorphisme canoniquement
associé à A.

I Propriété : Le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes égales
est nul.

I Propriété : ∀λ ∈ K, ∀A ∈ Mn
(
K
)
, det

(
λA
)
= λn det

(
A
)
.

I

♥♥
Propriété : Effet des opérations de pivot en colonnes sur un détermi-
nant ; application au calcul du déterminant d’une matrice triangu-
laire.

I Propriété : Une matrice carrée A est inversible si et seulement si

det
(
A
)
6= 0.

I Propriété : Le déterminant d’un produit de deux matrices de Mn
(
K
)

est le produit des déterminants.
I Propriété : Le déterminant d’une matrice et de sa transposée sont

égales.
I Définition : Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base.
I Propriétés : formules de développement par rapport à une ligne ou à

une colonne.
I Propriété : Déterminant d’une matrice triangulaire.
I Exercice : Déterminant de la matrice de Vandermonde.

Chapitre 20 Intégration sur un segment
� Construction, Présentation, Premières propriétés (polycopié) :
I Définition (subdivision d'un segment

[
a, b

]
) :

I Définition (fonction continue par morceaux / en escalier) : Les ensembles sont
notés respectivement CM

(
[a, b], R

)
et E

(
[a, b], R

)
.

I Théorème (admis) :
Soit f ∈ CM

(
[a, b]

)
(avec a < b) alors :

∀ε > 0, ∃ (ϕε, ψε) ∈ (E ([a, b]))2 , ϕε 6 f 6 ψε, ψε − ϕε 6 ε

I Propriétés opératoires pour les fonctions de CM
([
a, b
])

:
• Linéarité ;
• Positivité (corollaire : croissance de f 7→

∫
I
f) ;

• Relation de Chasles.

I Inégalité de la moyenne :

∀(f, g) ∈ C0(I, R)2,
∣∣∣∣∫

I
fg

∣∣∣∣ 6 sup
I

|f |
∫
I
|g|

I Corollaire : si f ∈ C0
(
I, R

)
,
∣∣∣∣∫

I
f

∣∣∣∣ 6 (b− a) sup
I

|f |.
I

♥♥Propriété : Soit f ∈ C0
([
a, b
]
, R
)
, f > 0, alors

∫
[a, b]

f = 0 =⇒ f =

0.


	Espaces vectoriels de dimension finie
	Matrices - Applications linéaires
	Déterminants
	Intégration sur un segment

