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m Définitions, Construction:
m Arithmétique sur K[ X]:
» Définition: Si (A, B) € K[z]?, on dit que A est un multiple de B ou que
B divise A si et seulement s’il existe C' € K[X] tel que A = BC, et on
note B | A.
» Définition : Deux polynémes (A4, B) € (K[z]\ {0})?, sont associés ssi il
existe A € K™ tel que P = AQ (cela équivaut & P | Q et Q | P).
>

m Fonctions polynomiales, racines d'un polynéme:
» Définition: A tout polynoéme formel P = arp X" de K[X], on associe la
k>0
fonction P de KX définie par x — Z (Lk.rk.
k>0
» Algorithme (Horner) : Mise en ceuvre de ’algorithme de Hérner.
» Propriétés: L’application P — P est « compatible » avec les opérations
algébriques, la composition, (la dérivation lorsque K = R)...
>
Théoréme (Formules de Taylor pour les polynémes) :

k
VP EK[X], Va €K, P=3_ (Dk(P)) (a)%,
k>0 o
autre formulation : P(X + o) = Z (Dk(P)) (oz)?.

k>0

Corollaire (Formule de Mac-Laurin) :

Xk
vPexx], P=3Y (P"P) O
E!
k>0

Corollaire : Va € K, tout polynéome P € K, [X] peut s’écrire de fagon
unique comme combinaison linéaire des {(X — (J,)j7 j € [o, n]]}
Définition: Si P € K[X] et si @ € K, on dit que o est un zéro ou une
racine de P ssi P(a) = 0.
Propriété: o est un zéro de P ssi (X — «) | P.

Corollaire: P € K[X] admet deux zéros distincts o, 8 ssi (X —a) (X —8) |
P.

Corollaire: Un polynéme de degré n € N admet au plus n racines deux
a deux distinctes.

Autre formulation : un polynéme de degré inférieur ou égal & n qui
admet au moins n + 1 racines est le polynéme nul.

m Factorisation, Polynomes irréductibles:
» Définition: Un polyndome de K[X] est dit irréductible si :
degP > 1
¢ Les seuls diviseurs de P (& constante multiplicative non nulle preés)
sont P et 1.
>
Propriétés :
out polynoéme de degré 1 est irréductible.
¢ Tout polynéme de K[X] de degré au moins 1 admet un diviseur ir-
réductible.
¢ 1l existe une infinité de polynémes unitaires irréductibles.

» Théoréme (Décomposition de facteurs irréductibles) : (admis)
Si A est un polynéme de degré au moins 1 de K[X], il existe un unique
entier n € N”, une unique famille de polynémes unitaires irréductibles
Py, ..., P, deux & deux distincts, une unique famille (a1, ..., a,) €

n
(N")™ et un unique A € K\ {0} tels que : A =X H P;.]j‘
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| Théoreme : Soit (A, B) € K[X]?, B # 0, alors 3/(Q, R) € K[X]? tels
que A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

On dit que Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne de
A par B.

» Algorithme: Mise en ceuvre de I’algorithme de division euclidienne pour
les polynoémes.

» Corollaire: On en déduit en particulier que I'application P +— P est injec-
tive lorsque K est infini.

Il existe donc une bijection entre polyndomes et fonctions polynomiales
pour K=Ret K=C.

» Définition (Ordre de multiplicité d'une racine) : @ € K est une racine de
P € K[X] de multiplicité k € N* si (X — a)* divise P et (X — a)*"* ne
divise pas P.

» Propriété : o est une racine de P d’ordre k ssi 3Q € K[X] tel que
P=(X—-a)"Q et Q(a) #0.
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Propriété (Caractérisation avec les dérivées n-iémes) :

a € K est une racine de P € K[X] d’ordre k € N ssi :

O vie[o, k—1], D’(P)(a)=0;

¢ DF(P)(a) #0.
» Corollaire: Si o € K est une racine de multiplicité m > 1 de P, c’est une
racine de multiplicité m — 1 de P’.
Définition: On dit qu'un polynéme P € K[X] est scindé sur K ssi :

T

ar) c K", P:aH(Xfa]-)
j=1

Propriété (Relations coefficients/racines) :

n

SiP = Z ar X" € K[X] est un polynéme scindé dont les racines (écrites
k=0

avec multiplicité) sont =1, ...

>

Jr €N, Ja € K", 3(&1,...,

, T alors :

k%n—k
Tiy .-z, = (1) :;T

1<ig <ig<...<ip<n
Exercice : exemples d’expressions de fonctions algébriques symétriques a
partir des fonctions symétriques élémentaires.

On appelle cette écriture la décomposition de P en produit de facteurs
irréductibles.

Théoréme (Théoréme de d'Alembert-Gauss) : (admis)

Tout polynéme non constant de C[X| admet au moins une racine.

En particulier, les polynomes irréductibles de C[X] sont exactement les
polynémes de degré 1; tous les polynémes des C[X] sont scindés.
Définition : Polynéme conjugué P d’un polynéme P € C[X].

Propriété: Si P € R[X] et si @« € C\R est une racine d’ordre m de P alors
@ est également une racine d’ordre m de P.

Propriété: Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
e Les polynomes de degré 1.
e Les polynomes de degré 2 et de discriminant strictement négatif.

-

m Développements limités :
» Définition (DL al'ordre n) :
Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I \ {zo}; on
dit que f admet un développement limité a 'ordre n € N en x¢ s’il
existe Pp, € Rn[X] tel que :

f(x) = Pn(z— o) + o((x — xo)n>

Cest-a-dire : I(ap, ..., an) € R™, IV € V(z0), e
telle que lim e(t) =0et:
t—xg

V - R

n
(Z ag (:p — :po)k> + (z — zg)ns(x)
k=0
On dit que P, est la partie réguliére du DL & ’ordre n.
>
Propriété (Unicité du développement limité) :
Lorsqu’il existe, le développement limité en 0 a l'ordre n d’une
fonction est unique.

» Définition: Si f admet un DL, (0) alors pour tout k € 0, n, f admet
un DL (0) et sa partie réguliére est la « troncature du DL, (0) au
rang k ».

vz eV, f(z)

» Propriété: Lien avec la régularité de f
On a déja vu que f est continue en a ssi elle admet un DL d’ordre 0
en a.
f est dérivable en a ssi elle admet un DL d’ordre 1 en a.
On rappelle que cette équivalence n’est pas vraie pour les ordres

supérieurs! (contre-exemple : z +— 3 sin —).
x
>
Propriété :
Si f est une fonction continue sur un voisinage de 0, si n € N, et
x

'si f(t) = o(t")7 alors, en notant F' f(t) dt, on a :
= 0
F(:c) = o(a:"+1).
x

T —
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Théoréme (Formule de Taylor-Young) :
Si f est une fonction de classe C™ au voisinage de 0, elle admet un
DL, (0).




On peut préciser la partie réguliere du DL, :
k
O = >0 +oE);

k;l
>

Exemples (DL usuelsv1 .0): Vn € N, Vz € R,
[ el‘ iozi-{-o(w )

k=0

x —1)--(a—k+1
e Va € R, (1 +x)a I:O Z OL(OL ) k'(Oé + )xk +O((tn)-
k=0 :
' “ (*Ukﬂﬁ% 2n+1
. cos(ac) Z — 4oz )
=0 = (2k)!
- n o (1)k g2kt o
e sin(z) = Z — 4oz )
=0 &= (2k + 1)!
. n_ 2k 2n+1 n_ 2+l nis
e ch(x) /;Olgm-i-o(ﬁ = ; 2k + 1)! ( )

» Propriétés (Manipulations des DL):
o Combinaisons linéaires de fonctions admettant un DLy, (a).
e Produit de deux fonctions admettant un DLy (a).
e« Composition de deux fonctions admettant un DLy,.
¢ Quotient de deux fonctions admettant un DLy (a).
Remarques: On a indiqué quelques raffinements sur des exemples

m Complément:
>
Théoréme (Inégalité de Taylor-Lagrange) :
Soit f € ™11 (I, R);

'on note Mp41 = sup<{|f("+1)(t)|, t € [a, b]}), ona:

n \bfa|”+1

(k) o] I
1®) = Z o9 piiray < Lol
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dans les méthodes de calcul, sur les ordres nécessaires en fonction
des valuations des parties réguliéres, mais aucun théoréme précis n’a
été énoncé.

» Théoréme (Intégration d'un développement limité) :
Soit I un intervalle contenant 0; si f est continue et dérivable sur I
et si f' admet un DL, (0), alors f admet un DL,,41(0) dont la partie
réguliere est la primitive de la partie réguliere du DLy, (0) de f’ qui
vaut f(0) en 0.

» Propriété:
Si f admet un DLy, (0) et si on sait que f' admet un DL,,_1(0), la
partie réguliere du DL,,—1(0) de f’ est la dérivée de la partie réguliere
du DL, (0) de f.

» Exemples (DL usuels v.2.0): Vn € N,

n wk
SR IE e
=0 k=1 k
n k—1_k
=)"" = n
Z _ 4 o(z )
=0 k=1 k
Arctan(z) = Z (- 1)’” 2k +1 + ( 2n+2)
L] .
rctan(x 70 o2k T 1 o\
» Définition (Developpements limités généralisés) :
Soit f une fonction définie sur I\ {zo}; on dit que f admet un dé-

veloppement limité généralisé a 'ordre n en xg si x — (z —zo)? f(x)
admet un DLy, 45 (z0).

e In(l—2x) .

e In(l+ )

m Définitions, Généralités, Exemples :
» Définition :

Si K est un corps; on dit que (E7 +, 0) est un K-espace vectoriel (en
abrégé K-e.v.) si :

e (E est non vide)

e FE est muni d’une loi de composition interne + telle que (E, +)

soit un groupe commutatif d’élément neutre Of.
KxE—FE

()\, z)»—>>\oz'
: V(A p) € K%, Vo € E,

e e est une loi de composition externe : o :

e Si on a les propriétés suivantes
y,) er=)ex+ pecz;
VA ek, V($, y) €E?, Me (x—l—y) =dex+Aey;
V()\, ,u) €K%, Vz € E, \e (,uox) = ()\,LL) ezr;
Vee E, lgex==x
» Vocabulaire: On appelle E I'ensemble des vecteurs, K ’ensemble des

A+

m Combinaisons linéaires, Caractére libre, lié, générateur

» Définition: Si (x;);cs est une famille de vecteurs et (\;);cr est une fa-
mille de scalaires presque nulle (c’est & dire qu’ils sont tous nuls sauf
éventuellement un nombre fini); on définit la combinaison linéaire

des x; de coefficients \; par : Z)‘ixi (la somme ne porte que sur
i€l
Pensemble fini des indices tels que \; # 0).
» Définition (caractére libre) :
(zi)icr est une famille libre si toute pour toute combinaison linéaire :

Z)\ixiZOE — Viel, M\ =0
el
Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.
» Premiéres propriétés :
e La famille vide est libre.
e Une famille & un seul élément est libre si et seulement si cet élément
est non nul.
Si O est un élément d’une famille, elle est liée.
Les éléments d’une famille libre sont deux & deux distincts.
Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Si o : I — I est une bijection, (z;);csr est libre si et seulement si
(T5(i))ier est libre.
» Définition (familles étagées/échelonnées) :
Soit (xl, e xn) et (yl, U yn) deux familles de vecteurs de E.
On dit que (yl, ey yn) est étagée (ou échelonnée) par rapport &

Vk €

(xl, ey xn) ssi il existe des scalaires (A; j)1gign tels que :
1<5<i

Aiyi # 0.

k
1, n, yp. = Z)\kijj, avec de plus, Vi € 1, n,
j=1

scalaires.
» Propriété: \ -z =0 <= x =0 ou A\ = 0Og.
» Exemples:
(R, +,-), (Rz, +,-), (R™, +,-) sont des R-ev.

« (C, +,) est un C-ev mais aussi un R-ev.
o (R[X], +, ) est un R-ev, (C,[X], +,
. (]RN7 +, ) est un R-ev.

({f admettant un DLp(a)}, +, - -

-) est un C-ev.

) est un R-ev.
» Propriétés:
o Si (El, +1, -1) et (E‘g7 +2, -2) sont deux K-e.v., on peut munir
leur produit cartésien FE1 X Fo d’une structure de K-e.v.
¢ Si X est un ensemble quelconque et si (E, +, ) est un K-e.v.,

I’ensemble des fonctions de X dans E, EX peut également étre
muni d’une structure de K-e.v.

» Propriété:
Si une famille F; est échelonnée par rapport a une famille F2, alors
la famille F2 est échelonnée par rapport a Fj.

Propriété :

Si (:c1, e xn) est une famille libre et si (yl,

par rapport a (m, e :r:n) alors (y17
» Définition (famille génératrice) :

Une famille (z;);cr de vecteurs de E est génératrice si et seulement

si tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire des (x;);e7-
» Premiéres propriétés :

s yn) est, étagée
s yn) est libre.

¢ Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice
e Sio: I — I est une bijection, (z;);cs est génératrice si et seule-
ment si (T,(;))ic1 est génératrice.
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Propriété :
Une famille échelonnée par rapport a une famille génératrice est
génératrice.
» Définition (base) :
Une famille Z = (e;);er de vecteurs de E est une base de E si et
seulement si elle est libre et génératrice.
» Propriété: Si B est une base de E, tout vecteur s’écrit de facon unique
comme combinaison linéaire de vecteurs de B.
» Propriétés:
e Sic I — I est une bijection, (z;);cr est génératrice si et
seulement si (:vg(i))igl est génératrice.
e Une famille échelonnée par rapport & une base est une base.
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