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Chapitre 13 Systémes linéaires, calcul matriciel

m Matrices inversibles:

» Définition: Matrices inversibles, inverse.
Propriétés des matrices inversibles (structure de groupe - sans définir
laxiomatique d’un groupe).

» Propriété: Inverse d’un produit de matrices inversibles.

» Propriété: Les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles et
leurs inverses sont encore des matrices d’opérations élémentaires.

>
Propriété : Pour une matrice A € Mn(]K), les propriétés suivantes
sont équivalentes :
e A est inversible
e Pour tout B, le systéme AX = B admet une unique solution ;

Chapitre 14 Polynbmes

Remarque : le théoréme complet démontré en cours est : Pour une
matrice A € My, (K)7 les propriétés suivantes sont équivalentes :
e A est inversible
¢ Pour tout B, le systétme AX = B admet une unique solution ;
e A peut se ramener & la matrice I, en effectuant un nombre fini
d’opérations élémentaires sur les lignes;

¢ Pour tout B, le systéme AX = B admet au moins une solution ;
e L’unique solution du systéme AX = 0 est la solution nulle.

» Propriété: Caractérisation des matrices inversibles parmi les matrices
triangulaires supérieures (ou inférieures).

m Définitions, Construction:
» Définition: Dans toute cette partie, K désigne un corps; en pratique, il
s’agit de R ou C. On appelle support de la suite (an) € KN Pensemble
{n €N, an#0}.
Un polynéme a une indéterminée a coefficients dans K est un suite
de KN & support fini (on parle également de suite presque nulle) ; on
note K[X] I'’ensemble des polynomes.
» Exemples et vocabulaire :
¢ La suite nulle est appelée polynéme nul et noté 0
¢ L’ensemble des polyndémes constants est : {(an) S KN, Vn >
1, an = O}.
¢ On dit qu’un polynéme est un monoéme si un seul des coefficients
est non nul.
» Remarque: K[X] # K.
» Définitions: Soit P € K[X] \ {0}
O On appelle degré de P et on note deg(P) I'entier max{n eN,a, #
0}.
Qgeg(p) est le coefficient dominant de P.
On dit que P est unitaire si son coefficient dominant vaut 1.
Par convention deg(0) = —oo.
» Proposition -- Définition : On définit 1'addition de P = (an) € K[X] et
Q = (bn) € K[X] par P+ Q = (an + bn)nen € K[X].
On a V(P, Q) € K[X]? :
o deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) et si deg(P) # deg(Q), il y a
égalité.
» Proposition - Définition: On définit la multiplication de 2 polynémes P =
(an) € K[X] et Q= (bn) € K[X} par PxQ = PQ = (cn)nEN € K[X}

ou :

Z a;b;

i+j=n
On a V(P, Q) € K[X]?, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

» Proposition : Les éléments inversibles (pour la loi x) de cet anneau
sont les polyndémes constants non nuls.

» Proposition - Définition : On définit un produit externe sur K x K[X] :
pour A € Ket P = (an) € K[X], on note A - P = AP = (Aan)nen €
K[X].

> Proposition - Définition : On dit que (K[X], +, ) admet une structure
d’espace vectoriel sur K (ou de K—espace vectoriel, ou en abrégé K-
e.v.); cela signifie :

o (K[X], 4+) groupe abélien.
e - est une loi externe de K x K[X] dans K[X] telle que :
(a4+B)-P=a-P+p-P
2 2. Ja-P+@=a-Pta-Q
V(a, B) € K=, V(P, Q) € K[X]* : w5 Py — (o). P .
g -P=P

SO

n
VneN, cp= Z agbn g =
k=0

m Arithmétique sur K[ X]:
» Définition: Si (A, B) € K[z]?, on dit que A est un multiple de B ou
que B divise A si et seulement s’il existe C' € K[X] tel que A = BC,
et on note B | A.
» Définition: Deux polynémes (A, B) € (K[z] \ {0})?, sont associés ssi
il existe A € K* tel que P = AQ (cela équivaut & P | Q et Q | P).
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» Proposition - Définition : Pour résumer le fait que (K[X], +, ><) est un
anneau et (K[X], +, ) est un K-e.v. ainsi que la relation de compa-
tibilité :

VAEK, V(P,Q)eK[X]?, AW P)xQ=X-(PxQ) =Px(A-Q)
on dit que K[X] est une algébre sur K (ou encore K-algébre).

» Notation: X désigne le polyndme (0, 1, 0,...) € K[X], on convient de
noter X% =1, X! = X et Vk e N*, X*¥=(0,...,0,1,0,...).

———

k termes
Par construction, tout polynéme s’écrit comme combinaison linéaire
finie & coefficients dans K de polynémes de {X7, j € N}. Pour tout
n € N, on note K, [X] I’ensemble des polynémes de degré inférieur

ou égal a n.
N

» Définition: Si P = ZanX" € K[X] et Q € K[X]; on définit le

n=0

N
polynéme composé, noté P o Q ou P(Q), par Po Q = Z an@Qm.
n=0
» Proposition: V(P, Q) € ]K[X]2 avec Q polynéme non constant, on a :
deg(P o Q) = deg(P) deg(Q)-
» Propriétés: V(P, Q, R) € ]K[X}S, VaeK:
O (P+aQ)oR=PoR+aQoR;
O (PQ)oR=(PoR)(QoR);
O (Po@Q)oR=Po(QoR);
O XoP=PoX =P.

N
» Définition: Pour tout P = Z anX™ € K[X], on note P’ ou D(P) le
n=0
N N-1
polynéme dérivé de P par P’ = Z nap X" 1 = Z (n+1)an+1X™.
=1 n=0

n—=
On a en particulier VP € K[X], deg(P) > 1,
et deg(P') = —co si deg(P) < 0.

On définit par récurrence la dérivée n-ieme d’un polynome.

deg(P’) = deg(P) — 1

Cas particulierimportant :
n! b

— X" sik<n
' V(k,n) e N2, DF(X") =< (n—k)
0 sik>mn
> Propriétés: V(P, Q) € K[X]?, Va € K: (P 4+ aQ) = P’ + aQ/,
(PQ) =P'Q+PQ et VneN, (PQ)™ =>" (Z) pRIQn=Fh),

k=0

Théoréme : Soit (A7 B) € K[XP, B # 0, alors EI!(Q7 R) € ]K[X]2
'tels que A = BQ + R et deg(R) < deg(B).
On dit que Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne
de A par B.
» Algorithme : Mise en ceuvre de l'algorithme de division euclidienne
pour les polynomes.




m Fonctions polynomiales, racines d'un polynome:
» Définition: A tout polynéme formel P = Z aka de K[X], on associe
k>0
la fonction P de KX définie par = — Z apz”.
k>0
» Algorithme (Hérner) : Mise en ceuvre de I'algorithme de Hérner.
» Propriétés: ’application P — P est « compatible » avec les opérations
algébriques, la composition, (la dérivation lorsque K = R)...
>
Théoréme (Formules de Taylor pour les polynémes) :

VP EK[X],Va€K, P=Y (Dk(P)) (a)
k>0

autre formulation : P(X + ) = Z (Dk(P)> (@)
k>0

(X —a)*
K

Xk
K

» Corollaire (Formule de Mac-Laurin) :
Xk
vPeK[X], P=> (D"P)) )+
k!
k>0
» Corollaire: Va € K, tout polynéme P € K,[X] peut s’écrire de fagon
unique comme combinaison linéaire des {(X —a), j €0, n}
» Définition: Si P € K[X] et si « € K, on dit que & est un zéro ou une
racine de P ssi P(a) = 0.
» Propriété: o est un zéro de P ssi (X —a) | P.
> Corollaire: P € K[X] admet deux zéros distincts a, 8 ssi (X —a) (X —

B) | P.

Corollaire: Un polyndéme de degré n € N admet au plus n racines
'deux a deux distinctes.

Autre formulation : un polynéme de degré inférieur ou égal & n qui

admet au moins n + 1 racines est le polynéme nul.

m Factorisation, Polynomes irréductibles :
» Définition: Un polynéme de K[X] est dit irréductible si :

O degP >1
O Les seuls diviseurs de P (& constante multiplicative non nulle prés)
sont P et 1.

>

Propriétés :

% Ji"out polyndéme de degré 1 est irréductible.

¢ Tout polynéme de K[X] de degré au moins 1 admet un diviseur
irréductible.

¢ 1l existe une infinité de polynémes unitaires irréductibles.

» Théoréme (Décomposition de facteurs irréductibles) : (admis)
Si A est un polyndéme de degré au moins 1 de K[X], il existe
un unique entier n € N*,| une unique famille de polynémes uni-
taires irréductibles Pi, ..., P, deux a deux distincts, une unique
famille (a1, ..., an) € (N*)™ et un unique A € K\ {0} tels que :

Chapitre 15 Développements limités

» Corollaire: On en déduit en particulier que application P +— P est
injective lorsque K est infini.

Il existe donc une bijection entre polyndémes et fonctions polynomiales
pour K=R et K=C.

» Définition (Ordre de multiplicité d'une racine) : @ € K est une racine de
P € K[X] de multiplicité k € N* si (X — a)* divise P et (X —a)**!
ne divise pas P.

» Propriété: o est une racine de P d’ordre k ssi 3Q € K[X] tel que
P=(X—-a)*Q et Q(a) #0.

Propriété (Caractérisation avec les dérivées n-iémes) :
a € K est une racine de P € K[X] d’ordre k € N* ssi :
'O Vj€0,k—1, DI(P)(a)=0;
0 D*(P)(a) #0.
» Corollaire: Si o € K est une racine de multiplicité m > 1 de P, c’est
une racine de multiplicité m — 1 de P’.
» Définition: On dit qu’'un polynéme P € K[X] est scindé sur K ssi :
T

IreN, JaeK*, I(ay, ..., ar) €K, P:aH(X—aj)
Jj=1
» Propriété (Relations coefficients/racines) :

n
Si P = Z ap X" € K[X] est un polynéme scindé dont les racines
k=0
(écrites avec multiplicité) sont x1, ...

>

1<i1 <i2<...<ip <N
» Exercice: exemples d’expressions de fonctions algébriques symétriques
a partir des fonctions symétriques élémentaires.

, Tp, alors :
(~pk et

Ty - Ty, =
: an

n
_ g
A_)\l_Ile )
Js

On appelle cette écriture la décomposition de P en produit de fac-
teurs irréductibles.

» Théoréeme (Théoréme de d'Alembert-Gauss) : (admis)
Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine.
En particulier, les polyndmes irréductibles de C[X] sont exactement
les polynomes de degré 1; tous les polynomes des C[X] sont scindés.

» Définition: Polynéme conjugué P d’un polynéme P € C[X].

» Propriété: Si P € R[X] et si o € C\ R est une racine d’ordre m de P
alors @ est également une racine d’ordre m de P.

Propriété: Les polynoémes irréductibles de R[X] sont :
e Les polynémes de degré 1.
e Les polyndémes de degré 2 et de discriminant strictement négatif.

m Développements limités:
» Définition (DL a l'ordre n) :
Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I \ {zo}; on
dit que f admet un développement limité & 'ordre n € N en zq s’il
existe Pp € Ry[X] tel que :
n
f(x) = Pz —z0) + o((ac —x0) )
C’est-a-dire : El(ozo7 ey ocn) e R"1, 3V € V(:Eo), Je
telle que lim E(t) =0et:
t—xo

V - R

n
Ve eV, f(x) = (Z ag (x — xo)k> + (m — zo)ns(z)
k=0
On dit que Py, est la partie réguliére du DL & ’ordre n.
>
Propriété (Unicité du développement limité) :
Lorsqu’il existe, le développement limité en 0 & ’ordre n d’une
fonction est unique.

» Définition: Si f admet un DL, (0) alors pour tout k € 0, n, f admet
un DL (0) et sa partie réguliére est la « troncature du DL, (0) au
rang k ».

» Propriété: Lien avec la régularité de f
On a déja vu que f est continue en a ssi elle admet un DL d’ordre 0
en a.

f est dérivable en a ssi elle admet un DL d’ordre 1 en a.
On rappelle que cette équivalence n’est pas vraie pour les ordres

supérieurs! (contre-exemple : & — z3 sin —).
x
>

Propriété :
Si f est une fonction continue sur un voisinage de 0, si n € N, et
x
'si f(t) o o(t"), alors, en notant F' : = +— /0 f(t) dt, on a :
F(z) = o(z™t!).
() =, ofa™*)
| 2
Théoréme (Formule de Taylor-Young) :
Si f est une fonction de classe C" au voisinage de 0, elle admet un
DL, (0).
'On peut préciser la partie réguliere du DL, :
n k
&l
_ L (k) ny .
f@) =, 3 TP + o™

=0 —

» Exemples (DL usuels v.1.0): Vn € N,
n k

e’ = Zx—Jro(z").

=0 !
w=0 F= k!

P HCELE2V

e Va € R, (lJrac)‘1 = ol x +o(z").
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