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Chapitre 2 Techniques de calcul

SEIINERES,

lundi 14 oct. 2024
> samedi 18 oct. 2024

\

m Coefficients binomiaux:

» Définition (factorielle) : Propriété (relation de Pascal) :
Pour tout n € N, on note n! (« factorielle de n » ou « n factorielle ») I’en- 2 n+1\ _ (n n
tier défini par récurrence par 0! = 1 et Vn € N*, (n+1)!:nl><(n+1). 'OnaV(k, n)EN ’ kE+1)  \k + kE+1)°
n
Autrement dit : Vn € N, nl = H k. On en déduit en particulier que V(k, n) € N°, Z) eN.
k=1
» Définition: » Interprétation (triangle de Pascal) :
2 n ) X ) eid aaps La relation de Pascal permet de construire les coefficients binomiaux ra-
Pour tout (k, n) € N7, on note k (« k parmi n ») la quantité définie pidement.
par : >
| Py L
Sio< k< n, ny _ n ; Sinon, n\ _o. Propriété (formule du binéme) :
k kt(n —k)! k 2! * n “(n\ kpn—k
> V(a,b) €C? VneN', (a+b) :Z<k>ab .
k=0
Chapitre 3 Rappels sur les réels
m Lesréels: 1 1 1
» Propriété (ensemble des réels) : On note cet élément — et plutét que d’écrire y X — ou y X —, on note
L’ensemble des réels est muni de deux lois de composition internes (c’est- . y x x x
a-dire : fonctions de E x E — E) : ’addition, notée + et le produit, noté directement P
. De plus, R est muni d’une relation d’ordre < qui est compatible avec
Ces opérations vérifient les propriétés suivantes : Vaddition et la multiplication :
4
. Associativitéde+:V(w, Y, Z)GR‘S, (a:+y)+z:a:+(y+z)‘ ¢ V(a, b, e, d)ER ? [(agb) et (c<d)] = (a+c)<(b+d).
. 0E)j_istence d’un élément neutre pour la loi +, noté 0 : Vx € R, x40 = . V(a, b, c) € RS, {(a < b) et (c > 0)] — axc<bxec
T =z P
o Tout réel  admet un symétrique pour la loi +, c’est-a-dire un réel z’ > Définition (intervalles) :
tel que :z+2' =2 +2=0. Les intervalles de R sont les parties suivantes : &, R, Va € R, ]a, +o0 [,
On note cet élément —z et plutdt que d’écrire y + (—z), on note di- [a, o0 [, Vb € R, ]—oo, b], ]—oo, b[, V(a, b) c R? tels que a < b,
rectement y — x.
¢ Commutativité de + : V(z, 7,/) S RQ, r+y=y+zx [a7 b], [a, b[, }a, b}, ]a, b[A
e Associativité de X : V(m, Y, z) € ]Rd, (z X y) Xz=xX (y X z). Dans la liste précédente, on indique les intervalles ouverts, fermés, bornés
o Existence d’un élément neutre pour laloi X, noté 1 :Vx € R, xx1= (en donnant les définitions de ces notions).
1xaz=ua. ) » Définition (valeur absolue) :
¢ Commutativité de x : V(w, 1/) eERY, zxy=yxa. Pour tout z réel, on définit la valeur absolue de x et on note ‘z| le réel :
¢ Distributivité de la multiplication par rapport a I’addition (& gauche z siz>0
N . . 3 (93 =+ y) X z =(zxz)+(yxz . .
o s avoi) < v(o v 2) €, {0D75 ST, e S0
e« Tout réel non nul x admet un symétrique pour la loi 4+, c’est-a-dire > Propriété (inégalités triangulaires) :
un réel '/ tel que : z x 2’ =z x z = 1. V(L y) € ]R2, ’ |x{ — |y} | < ‘x +y‘ < |w{ + ‘y|
m Quelques théoréemes admis temporairement :
» Définitions: Soit f une fonction strictement monotone et continue sur I.
Ecriture des propriétés suivantes avec des quantificateurs : fonction paire, 1 e Alors f(I) est un intervalle,
impaire, majorée, minorée, bornée, périodique, croissante, décroissante, 2 e f réalise une bijection de I sur f(I).
strictement croissante, strictement décroissante. s .. 1 . .
P .. 3 e De plus la bijection réciproque f = est également strictement mono-
» Définitions (voisinages) : N . .
. . s . . tone (de méme stricte monotonie que f)
e Soit zg € R, on dit qu’une partie V de R est un wvoisinage de xg L L. 1 .
lorsque : 4 o Et la bijection réciproque f~ ~ est continue sur f(I).
Ja > 0, }l‘o —a, o + a[ cV. » Propriété: Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
« On dit qu'une partie V de R est un voisinage de +oco lorsque : Soit f une fonction strictement monotone et dérivable sur I.
JAER, JA, +oo[C V. 5 e Pour tout © € I, f~' est dérivable en f(z) si et seulement si
e On dit qu’une partie V de R est un woisinage de —oo lorsque : f’(I) #£0;
IB € R, }—oo7 B[C V. , vy 1
. 6 e SixEI,lorsquef(z)#O,ona(f )(f(a:)): .
e Pour un zp € RU {700., +oo}, on note V(xg) I’ensemble des voisi- f’(z)
nages de xg. 7 o On peut énoncer le point précédent différemment : si y € f(])7
ilis fois 1 i R I’ens le R _ _ 1
On utilise parfois la notation pour désigner ’ensemble @] Jorsque f/(f 1 (y))w) £0,0na: (f 1)/ (y) _ )
{7007 +oo}. f’()c_l(y))
» Propriété: Propriétés opératoires de continuité et de dérivation (en parti- » Théoréme (Existence d'une primitive pour une fonction continue) :
culier pour les composées). vf e CO(I) Ir e Cl(l) F'=f
e ., . . - ) , =
Une utilisation erronee (« la co'mpo’se:e de deux fonctions déri- » Propriété: Deux fonctions dérivables de méme dérivée sur un intervalle
vables en zo... ») doit étre sanctionnée! o . différent d’une constante sur cet intervalle.
> Notatlons.OSmt I un intervalle de R non vide et non redi.ut a4 un point, Si I est un intervalle de R non vide et non réduit & un point, on dispose
on note C (I) P’ensemble des fonctions continues sur I, D (I) I’ensemble donc d’une expression « sous forme intégrale » de la primitive d’une
des fonctions dérivables sur I, puis on définit par récurrence les ensembles . o . z
suivants : fonction f € C (I) qui s’annule en zg € [ : z — / f(t)dt.
* k1 _ 1 ’ k zQ
+ VkeN', D (1) = {f €D (1) / I eb (I)} » Propriété : Formule de changement de variable dans les intégrales (sans
. VkEN, ck+1 ([) = {f cpt ([) / fle ck ([)} démonstration) dans le cas d’une fonction bijective C'. Essentiellement
i -~ k utilisée sur des exemples avec des changements de variable affines.
On note également C™ (I) = m cr(I). » Propriété: On admet enfin la propriété suivante pour les fonctions f crois-
kEN santes sur un intervalle de la forme Ja, 400 :
On a pour tout k € N: C¥(I) C ck+t (1) c prtt (1) c c* (1). e si f est majorée, sa limite en +oo existe et est finie;
» Propriété: Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point. e si f n’est pas majorée, elle diverge vers +0o en +oo.

Chapitre 4 Fonctions usuelles

@ Logarithmes, Exponentielles et Puissances :




» Définition: La fonction logarithme népérien, notée In est 'unique pri-

o 1
mitive sur R} de z — — qui s’annule en 1.
gz

Les trois premiéres égalités justifient 1’'usage de la notation exp(z)
e”.
La dérivée de exp sur R est exp.

» Corollaire: lim exp(z) = +oo, lim exp(z)=0.
T —+00 T—r—00

m Fonctions circulaires et circulaires réciproques :
» Définition: Les fonctions circulaires sont construites de fagon géomé-
trique (on suppose connues les notions de géométrie plane) ; des idées
' de démonstrations (géométriques) des différentes propriétés ont été
données...
» Formules trigonométriques usuelles
» Définition (fonctions circulaires réciproques) : Arccos, Arcsin et Arctan,

» Propriétés élémentaires: In est une fonction C 1(]Ri’;), strictement crois-
sante sur RY ; on a :
V(z, y) € (R})?, In(zy) = In(z) + In(y)
ln(i) = In(z) — In(y)
Y >
V(n,z) € Z x RY, In(z") =nlnz
Ve eR}, In(z) <z—1
» Corollaire: lim In(z) = +oo, lim In(z) = —oo.
z—400 z—0t
Définition : On note e (nombre de Néper) ’antécédent de 1 par In.
‘ Définition : La fonction exponentielle, définie de R — R, est la bi- >
jection réciproque de In. »
» Propriétés élémentaires : exp est une fonction bijective, strictement
croissante, continue, dérivable sur R.
Y(z, y) € (R})?, exp(z + y) = exp(x) exp(y)
oy 0()
exp(x —y) =
exp(y) >
Y(n, z) € Z X R, exp(nz) = (exp(z))”
Ve €R, exp(z)=>z+1 =

RY — R
]n(x) 16 10-
In(a)

Définition : Pour a € R* \ {1}, on note log,

R — R%

garithme de base a et exp, I’exponentielle de

z +— exp(zIn(a))

base a.

Propriétés élémentaires.

Définition : On appelle fonction puissance d’exposant @ € R la fonc-
tion

RY — R
p
¢ xHxa:exp(aln(z))
In(z =
Lemme: lim () =0, lim zln(z)=0, lim S - .
T—+o0 a8 x—0t x—+oco

Propriété (croissances comparées du logarithme et des puissances) :

(n)" _,

xe

V(a, b) € (Ri)2, lim x“|1n(x)\b =0

z—0t

lim
T—r+o0o
Remarque: La situation a < 0 et b > 0 peut s’étudier directement (il
n’y a pas d’indétermination ; idem pour a > 0 et b < 0. Le cas a < 0
et b < 0 s’obtient en passant a ’inverse dans le cas précédent.
Propriété (croissances comparées de I'exponentielle et des puissances) :

()"

lim
Ib

T —r+00

v(a7 b) c (Ri)27 = +oo7 IEIE]OO‘;I;"’(QZ)@ =0

continuité, dérivabilité, expression des dérivées :

Vx € ]71, 1 [, Arcsin’ (a:) = —Arccos’ (:v)

1
1+ x2

Vx € R, Arctan’ (z)

m Les limites suivantes sont a connaitre (sans démonstration)

Si 1-— 5 1 In(1 T -1 1 *
lim Ln(w) =1; lim 7005(w) = —; lim 7n( + I) =1; lim ¢ =1; lim mln(m) =0; lim n(a:) =0; lim ze” = 0; lim — = +4o0
x—0 T z—0 x2 2 x—0 T x—0 T 0+ & —+o0o T z— —o0 rz—+oco I
Chapitre 5 Nombres complexes
m Définitions, Structure:
» Définition: 3 o Tout élément de C possede un symétrique pour la loi +;
C = {(a,b), (a,b) € R?} et on munit cet ensemble de deux fonc- 4 o La loi X est associative sur C;
tions de C x C — C, + et x définies par : V((x, y), (x/, y')) S 5 e La loi x admet un élément neutre : 1;
C?, (z, y) + (;c,7 y’) = (g; +a, y+ y’) ; 6 e Tout élément non nul de C admet un symétrique pour la loi X ;
V((m, y), (m/7 y/)) ec?, (r, y) % (m/7 y/) _ (mx' —yy, zy'—l—z'y). 7e La lo% + est Commutat}ve sur C;

» Propriété: On vérifie les propriétés suivantes, que I’on résume en disant 8e La 10} X est commutative sur c -

que ((C, + ><) a une structure de corps : 9 e La loi X est distributive sur la loi +.
1 e (C,+) est non vide, muni d’une loi de composition interne asso- » Remarque: on résume les trois premiéres propriétés en disant que
ciative; ((C, +) est un groupe...
2 e La loi + admet un élément neutre : 0 (V2 € C, z+ 0 = » Définition : partie réelle, partie imaginaire, notations Re(z) et Im(z),
zet0+z=2); propriétés élémentaires (Re(iz) = —Im(z), Im(iz) = Re(z)).
m Module, Argument:

» Propriété (la conjugaison): o : z — Z est une involution de C; formule » Remarque: représentation graphique des complexes ; définition de 1’af-
de conjugaison d’une somme, d’un produit, d’un quotient, d’une puis- fize d’un point du plan,si M(z) et M'(z'), Vaffivze du vecteur MM’
sance. est le complexe 2’ — z.

Vz € C, Re(z)= 1 (z+2), Im(z)= 1 (z — 7) » Définition: A partir de la définition géométrique des fonctions cos et
’ 2 ’ 2 R—TU
> Définition (module): ¥z € C, |2| = N sin, construction de la fonction exponentielle 0 s oif
1 z s .
» Propriété (module): Vz € C, |—z| = |z| = |z|; pour z € C*, — = ﬁ » Propriété (...fondamentale de I'exponentielle complexe) :
z z

> V(01,02) € R2, ei(01+02) _ oif14i02

Inégalité triangulaire :
) » Définition: V2 € C*, les arguments de z sont les § € R tels que
' V(z,2') € C?, |24 2| < |z + || ol — 2
El
z
Il y a égalité si et seulement si 2’ = 0 ou — ER4. Vz € C\R_, Pargument principal de z est Arg(z) = arg(z)N] —, «|.
. z » Définition: On appelle écriture sous forme trigonométrique (ou polaire)
» Corollaires : Q 1 1 i0 Oet 0 € R
V(= z')E(C2 |z|—\z'\ < \z+z’| < |z|+|z'\ un complexe z_'enon nu 7_Gpc avec p >0 e € R. 5
¢ ) ) = = ) » Propriété: Si rie'’l = roe'”2 avec r1 > 0, 72 > 0 et (01,62) € R*, on
o V(z21,22,23) € c3, |z1 — 23] < |21 — 22| + |22 — 23]. ary =rg et 0 =02 [27].
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