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m Injections, surjections, bijections:
>
Définition (Injection, surjection, bijection) :
Soit E, F' et G trois ensembles, f € FE, g € GF;
e Sif : E— Fetg : F — G sont injectives, alors go f :

' est injective.
e Sif: E—Fetg:
est surjective.
e Sif : E—~Fetg :
est bijective.

E -G
F — @ sont surjectives, alors go f : E — G

F — G sont bijectives, alors go f : E — G
>

Réciproquement ;

e Sigo f est injective, alors f est injective.

e Sigo f est surjective, alors g est surjective.
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Définition (caractérisation de la fonction réciproque) :
Sif E — F est une application, les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

e f est bijective de E sur F
2 e il existe une application g

fog=Idr

De plus, si I'une des conditions est vérifiée, la fonction g est unique et
est appelée « fonction réciproque de f », notée f_l.

F — E telle que go f = Idg et

» Propriété: Si (£, g) € FZ x GF sont bijectives, (go f) ' = f 1og .
» Définition (Images directe et réciproque d'une partie) :
Sife FE7 on définit :

. VA€ 2(E), f(A):{f(z), meA}‘
. VBe @(F), f1(B) {’I‘EE/ f(m)EB}.

m Sommes et produits :

m Propriétés usuelles:
» Propriétés:
Distributivité, associativité.
Si (a, b) € N?, (k) pen € ch, (Br) en € CNetsipeC,

()= (3] (o)« ()

Propriété (Régle de Chasles) :
Si (a, b, c) € N? sont tels que b € [a, <],

(5
(1) (.-

(Xb:(ak+ﬁk)>

k=a

et si (O"“)keN ech,

k=b+1
c
k=a

» Propriété (Sommes et produits télescopiques) :
Si (a, b) € N% et si (ax), oy € C" et si (Bx)

(5o

k=a
» Propriété (Changements d'indices) :
Si (a, b) ENQ, si (ozk) cCVetsideZ est tel que a+d > 0,on a:

N
keNE(C* on a :

b
B Ba
)=ovr-a (125 -

B Bo+1

keN

b b+d
Z Qjt+d = Z A
j=a k=a+d

Si (a,b)ENz,si (o) eCVetsideNest tel qued—b>0,o0na:

b d—a
E [e%] E xd—k -

keN

k=b+1 j=a k=d—b
m Formules usuelles:
» I Propriété (somme d'une progression géométrique) :
Propriété (somme d'une progression arithmétique) : Pour tout (a, b) € N tels que a < b et pour tout 7 € C \ {1} :
Pour tout (a, b) € N* tels que a < b : ' b 1 _ pb—atl
b S = | A
4 ath L =
Dk=(b-at1)— k=a

k=a

>

m Sommes doubles :
» Propriété:
Si (ak) oy € cM et (Br) wen € c", si (a, b, ¢, d) €N*, ona:

b d b d
Z kg Z Bry | = Z Z gy Bry

k1=a k1=c k1=a kg=c

m Coefficients binomiaux:
» Définition (factorielle) :
Pour tout n € N, on note n! (« factorielle de n » ou « n factorielle ») ’en-
tier défini par récurrence par 0! = 1 et Vn € N*, (n+ 1)! =nlx (n+ 1).
n

Autrement dit : Vn € N, n! =
k=

Définition :

Pour tout (k, n) S Nz, on note (Z) (« k parmi n ») la quantité définie

par :
; Sinon, (Z) =0.

n!
Siogkgn,<

D)= mem

\ 4

'V(a,b)€C2, vn €N, (a+b)" =
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>
Propriété :
Pour tout (a7 b) €C? et pour tout n € N*, on a :

a" —b" = (a—b) {nil akbn,l,k]

k=0

On pourra encore noter : aky Brgy-
(k1. k2)€ar 6] x e ]
» Propriété:
; N2 .

Si (ai,j)keN eC ,sineNona:
no i n n
§ E Qi | = § a5 = E g i, j
i=1j=1 1<j<i<n j=1i=j

Propriété (relation de Pascal) :

'OnaV(k, n) € N2, (Zii) = (Z) + (kzl).

n

On en déduit en particulier que V(k, n) € N?, &

) e
» Interprétation (triangle de Pascal) :
La relation de Pascal permet de construire les coefficients binomiaux ra-
pidement.
»

Propriété (formule du bindme) :

<Z> afpn Tk,

k=0

m Lesréels:
» Propriété (ensemble des réels) :
L’ensemble des réels est muni de deux lois de composition internes (c’est-
a-dire : fonctions de E X E — E) : I’addition, notée + et le produit, noté
X.
Ces opérations vérifient les propriétés suivantes :
e Associativité de + : V(:v, Y, z) S Rs, (x + y) +z=x+ (y + z)
o Existence d’un élément neutre pour la loi 4+, noté 0 : Vx € R, z+0 =
04z ==x.
e Tout réel x admet un symétrique pour la loi 4, c’est-a-dire un réel z’
tel que : z+x/:x,+x:0‘

On note cet élément —z et plutét que d’écrire y + (—x), on note di-
rectement y — x.
o Commutativité de + : V(m, y) S Rz,
o Associativité de x : V(x, y, z) € R3,

T+y=y+wx
(mxy)xz:zx(yxz).

o Existence d’un élément neutre pour la loi X, noté 1 :Vz € R, zx1=
l1Xx==x.
o Commutativité de X : V(z, y) c Rz, T XY=y Xx.
e Distributivité de la multiplication par rapport a I’addition (a gauche
N . . 3 (w+y)><z =(x Xz +(y><z
etadrmte)‘V(x,y,z)E]R, {zx(:c+y) =z><:c+(z><y'




o Tout réel non nul x admet un symétrique pour la loi +, c’est-a-dire
un réel '’ tel que : . x ¢’/ = 2"’ x z = 1.
1 1
On note cet élément — et plutét que d’écrire y X — ou y X —, on note
T T T

directement k4

T
De plus, R est muni d’une relation d’ordre < qui est compatible avec
l’addition et la multiplication :

-+ V(aboed) eRY, [(a<b) ot (c<d)] = (a+¢) < (b+d).
oV(a,b,c)G]R3, [(agb) et (020)}:>a><c<b><c.

» Définition (intervalles) :
Les intervalles de R sont les parties suivantes : &, R, Va € R, ]a, +oo {,

m Quelques théorémes admis temporairement:

» Définitions:
Ecriture des propriétés suivantes avec des quantificateurs : fonction paire,
impaire, majorée, minorée, bornée, périodique, croissante, décroissante,
strictement croissante, strictement décroissante.
» Définitions (voisinages) :
e Soit xg € R, on dit qu’une partie V de R est un woisinage de xg
lorsque :
da > 0, 19:0704, ngra[CV.
e On dit qu’une partie V de R est un woisinage de +oo lorsque :

JAER, A, +oo[C V.
¢ On dit qu'une partie V de R est un wvoisinage de —oo lorsque :
dB€R, ]—oo, B[CV.

e« Pour un zp € RU {—oo, +oo}, on note V(o) 'ensemble des voisi-
nages de zg. -
On utilise parfois la notation R pour désigner l’ensemble R U
{—oo7 +oo}.

» Propriété: Propriétés opératoires de continuité et de dérivation (en parti-
culier pour les composées).

Une utilisation erronée (« la composée de deux fonctions déri-
vables en z(... ») doit étre sanctionnée!

» Notations: Soit / un intervalle de R non vide et non réduit & un point,
on note C° (I) I’ensemble des fonctions continues sur I, D! (I) I’ensemble
des fonctions dérivables sur I, puis on définit par récurrence les ensembles
suivants :

- vken, D ={rep'(r) / fep*()}
- vken, ) ={rep'(1) /] feckn)}
On note également C*° (I) = m Ck(l).

On a pour tout k € N : COC(I) C Ck+1(I) C Dk+1(1) C Ck(I).
» Propriété: Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
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[a, +oo[, Vb € R, ]—oo, b], ]—oo, b[, V(a, b) € R? tels que a < b,

[a, b], [a, b[, }a, b}, ]a, b[.
Dans la liste précédente, on indique les intervalles ouverts, fermés, bornés
(en donnant les définitions de ces notions).
» Définition (valeur absolue) :
Pour tout z réel, on définit la valeur absolue de x et on note ‘r| le réel :
z siz >0
—z siz <0
Propriété (inégalités triangulaires) :

V(o v) € B, |z = ul| < |o+y] < o] + [y

v

Soit f une fonction strictement monotone et continue sur I.
1 e Alors f(]) est un intervalle,
2 e f réalise une bijection de I sur f(I)
3 e De plus la bijection réciproque f_1 est également strictement mono-
tone (de méme stricte monotonie que f)
4 o Et la bijection réciproque f_l est continue sur f(I)
» Propriété: Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
Soit f une fonction strictement monotone et dérivable sur I.

5e Pour tout * € I, f ' est dérivable en f(z) si et seulement si

f'(z) #0;

1
6 o Si I, lors "(z) #0 N (f(2)) = .
e Sixzel, orqquef(T);é ,ona(f ) (f(’I')) f’(m)
7 o On peut énoncer le point précédent différemment : si y € f(I),
1

lorsque f’(f_l(y)):r) #0,o0n a: (f_l)/(y> = .
(1)
» Théoréme (Existence d'une primitive pour une fonction continue) :
vfec®(n), 3IFect), F =f

» Propriété: Deux fonctions dérivables de méme dérivée sur un intervalle
difféerent d’une constante sur cet intervalle.
Si I est un intervalle de R non vide et non réduit & un point, on dispose
donc d’une expression « sous forme intégrale » de la primitive d’une

x

/ () dt.

x

fonction f € C°(I) qui s’annule en o € I : x>

» Propriété: Formule de changement de variable dans les intégrales (sans
démonstration) dans le cas d’une fonction bijective C'. Essentiellement
utilisée sur des exemples avec des changements de variable affines.

» Propriété: On admet enfin la propriété suivante pour les fonctions f crois-
santes sur un intervalle de la forme Ja, +oo] :

e si f est majorée, sa limite en +oo existe et est finie;
e si f n’est pas majorée, elle diverge vers 400 en +oo.

-

4

m Logarithmes, Exponentielles et Puissances:

» Définition: La fonction logarithme népérien, notée In est I’'unique pri-
1
mitive sur R} de # — — qui s’annule en 1.
T

» Propriétés élémentaires : In est une fonction C* (R?), strictement crois-
sante sur R} ; on a :

v(z, y) € (R})?, In(zy) = In(x) + In(y)

n(7) = In(z) ~In(y)

V(n,z) € Z X ]Ri,
In(z) <z —1

In(z") =nlnz
vz € R,

» Corollaire: lim In(z) = +oo, lim In(z) = —oo.
z—0Tt

i
a;;#»oo

Définition: On note e (nombre de Néper) I'antécédent de 1 par In.
Définition : La fonction exponentielle, définie de R — R, est la bi-

jection réciproque de In.
» Propriétés élémentaires : exp est une fonction bijective, strictement
croissante, continue, dérivable sur R.

V(z, y) € (R:)Q, exp(z + y) = exp(z) exp(y)
exp(z)
exp(y)
exp(nz) = (exp(z))"”

exp(z — y) =

V(n, z) € Z X R,

Vz €R, exp(z)>2axz+1

Les trois premiéres égalités justifient 1’'usage de la notation exp(z) =
e”.
La dérivée de exp sur R est exp.

» Corollaire: lim exp(z) = +oo, lim exp(z)=0.
x—>+00 T—— 00

m Fonctions circulaires et circulaires réciproques :

» Définition: Les fonctions circulaires sont construites de facon géométrique
(on suppose connues les notions de géométrie plane); des idées de dé-
monstrations (géométriques) des différentes propriétés ont été données...
» Formules trigonométriques usuelles

» Définition (fonctions circulaires réciproques): Arccos, Arcsin et Arctan, conti-

him @) g gy Loeos(e) 1o W(de) o
z—0 x z—0 x2 2 z—0 x z—0 x

» Définition: Pour a € R’ \ {1}, on note log,

R} =R
]n(x) le lo-
In(a)

R — R}

I’exponentielle de
z — exp(zIn(a))

garithme de base a et exp,

base a.
Propriétés élémentaires.

» Définition: On appelle fonction puissance d’exposant a € R la fonc-

tion
. R} — R
¢ T — ¢ :exp(aln(w))
In(z &
» Lemme: lim () =0, lim zln(z)=0, lim c +00.
z—+o0 z—0t z—+o00 I

» Propriété (croissances comparées du logarithme et des puissances) :

1 b
V(a, b) € (R})?, xﬁ%% =0, lim z%In(z)]®=0

z—0t

» Remarque: La situation a < 0 et b > 0 peut s’étudier directement (il

n’y a pas d’indétermination ; idem pour a > 0 et b < 0. Le cas a < 0
et b < 0 s’obtient en passant a ’inverse dans le cas précédent.

» Propriété (croissances comparées de I'exponentielle et des puissances) :

Y(a, b) € (R)2,  lim ()"

_ : bz _
r— 400 a:b = +oo, :clirzloo‘x| (e ) =0

nuité, dérivabilité, expression des dérivées :

m Les limites suivantes sont a connaitre (sans démonstration)

e” —1
:1;

1
Yz € ]—17 1 [7 Arcsin’ (ZE) = —Arccos/(z) = ﬁ
0 1
Vo € R, Arctan’(z) = Fpnpe
. X ln(;ﬂ) . . x
lim xln(x) =0; lim =0; lim ze" =0; lim — =+4o0
r—0t xr— 400 x r— — 00 x—+oo I
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