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m Logique:

» Vocabulaire: « proposition » (ou « assertion ») :
il s’agit d’une phrase non ambigiie a laquelle est associée une valeur
de vérité « vrai » ou « faux ».
Principe du tiers-exclu; un « théoréme » est une assertion vraie.

» Définitions:
L’opérateur de négation; Les connecteurs logiques (binaires) : il
existe 16 connecteurs logiques binaires; parmi ceux-ci on présente :
« et » (conjonction), « ou » (disjonction), « implique » et « équi-
vaut a ».

» Propriétés: le « ou » est inclusif; on peut écrire « p =—> ¢ » sous la
forme « (nonp) ou ¢ ».

» Définition: La réciproque de 'implication « p = ¢ » est 'implica-
tion « ¢ = p » (& ne confondre ni avec la contraposée, ni avec la
négation).

m Ensembles:
» Définition: « Problémes de définition »
» Notations: €, 5, Cet D;x € E < {z} C E.
Famille des parties d’un ensemble E : #(E); F C E < F €
» Définition (opérations usuelles dans &7 (E)):
Si A et B sont deux parties d’un ensemble E, on définit :

o laréunion:AUB:{xEE7xEAouxEB};

e lintersection : AN B = {x €E, zcAetx e B};

o le complémentaire dans E : CgA = {x €E z¢ A};

. ladifférencedeAetB:A\B:AOCEB:{er,xeAetxgE

B}.
» Vocabulaire: Deux parties A et B sont dites « disjointes » si ANB = &
et « distinctes » si A # B.
» Définition : Les quantificateurs; le quantificateur universel « V », le
quantificateur existentiel « 3 ».

Notation 3! (traduite & 'aide de V et 3).
» Propriété: régles de manipulation des quantificateurs, en particulier :

e Toute variable doit étre quantifiée exactement une fois (avant sa
premiére utilisation, de fagon explicite ou implicite)

e L’ordre des quantificateurs est important (lorsqu’ils sont de type
différent)

m Injections, surjections, bijections :
>

Définition (Injection, surjection, bijection) :

Soit E, F et G trois ensembles, f € F¥ ge G ;

e Sif : E— Fetg : F — G sont injectives, alors gof : E — G

' est injective.
e Sif : E — Fetg
gof : E — G est surjective.
e Sif : E— Fetg : F — G sont bijectives, alorsgof : E — G
est bijective.

F — G sont surjectives, alors

>

Réciproquement ;

e Si go f est injective, alors f est injective.

e Si go f est surjective, alors g est surjective.
>

Chapitre 2 Techniques de calcul

» Propriétés (connecteurs logiques) :
e Associativité de « et » et « ou »
« ou » e Distributivité de « ou w»sur
e Transitivité de « = » « et »
e Distributivité de « et »sur
» Propriétés (Lois de De Morgan) : Soit p et ¢ deux assertions;

non(p et q) < <(non(p)) ou (HOH(Q))>

non(p ou q) = <(non(p)) et (non(q)))

» Vocabulaire (différents types de raisonnements) :
preuve de la propriété « n et n? ont méme parité » en utilisant diffé-
rents types de preuves : élémentaire directe ; par disjonction de cas;
par contraposition ; par I'absurde ; par récurrence.

o Négation des assertions avec quantificateurs :

non (Vx € E, A(z)) < (Jx € E,
non(dz € E, A(z)) < (Vx € E,

non (A(x))
non (A(x))

» Remarque: Lien « théorie des ensembles / logique » en utilisant :
VA € 2(E), A:{er; zeA}

» Définition : Une fonction f de E vers F est la donnée d’un triplet
(E, F,T') ou I est une partie de F x F telle que

V(z,y,y')EEXFXF, [(z,y)ef‘et (a:,y')eF] = y=1

On écrit y = f(a:) plutot que (x, y) erl.
» Définition: L’ensemble de définition de f est :

{reB, 3yeF, (v er}

» Définition :Une application est une fonction dont ’ensemble de défini-
tion est égal a I’ensemble de départ.
En pratique, on tolére ’utilisation de « fonction » et « ap-
plication » indifféremment.
On note I’ensemble des fonctions de E dans F par Z(E, F) ou FE.

» Exemples: application identité de E — E, injection canonique de
E—F (siECF).

» Définition et propriétés : Composition des applications « o »; il s’agit
d’une opération (pseudo-)associative mais non commutative en gé-
néral

Définition (caractérisation de la fonction réciproque) :
Si f : E — F est une application, les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

e f est bijective de E sur F'
2 e il existe une application g

fog=1IdF

De plus, si 'une des conditions est vérifiée, la fonction g est unique
et est appelée « fonction réciproque de f », notée 1.

» Propriété: Si (f, g) € F¥ x G sont bijectives, (go f) 1 = f~log™ L.
» Définition (Images directe et réciproque d'une partie) :
Si f € FE, on définit :

. VAe 2(E), f(A):{f(ac), xeA}.
. VB e 2(F), f*l(B)z{er/ f(z)eB}.

F — FE telle que go f = Idg et

m Sommes et produits:
» Définition (symbole Z):
—1
Si (ak)keN est une famille de complexes, on note : Z ap =0, et on
k=0

n+1 n
construit par récurrence, pour tout n € N : Z o = (Z oek> +
k=0 k=0
ap+1. Si a et b sont deux entiers quelconques, on définit plus géné-
b

ralement Z ag ¢

k=a

k=0

» Généralisation :
Si I = {i;, j €1, n} est un ensemble fini (& n éléments), si (O‘i)iel
est une famille de complexes indexée par I, on note Z a; au lieu de

il
n
E Q-
j=1

» Définition (symbole H) : _1

Si (ak)keN est une famille de complexes, on note : H ap =1, et on

n+1 k=0 n
construit par récurrence, pour tout n € N : H ap = H o | X
k=0

k=0
Qpn41-

J




m Propriétés usuelles:
» Propriétés:
Distributivité, associativité.
Si (a, b) € N?, (o) eCh,

kEN (ﬁk)keN e CNetsipeC,

() = () (o)« ()= (o

» Propriété (Régle de Chasles) :
Si (a, b, c) € N3 sont tels que b € a, c,

() (5

et si (O‘k)keN eCh,

(2)

k=b+1
b c c
) (1)- (1)
k=a k=b+1 k=a

m Formules usuelles:
| 4
Propriété (somme d'une progression arithmétique) :
Pour tout (a, b) eN? telsque a < b :

 J b
> k=

k=a

a+b

b—a+ )

m Sommes doubles :
» Propriété:
Si (k) yen € CV et (Br), ey € CY,si (a, b, ¢, d) €N* ona:

b d b d
> ok, ST Bk | = D0 D anBr,
ki1=a k1=c k1=a kao=c
>

(k1,k2)€a, bxe,d
m Coefficients binomiaux:
» Définition (factorielle) :
Pour tout n € N, on note n! (« factorielle de n » ou « n factorielle »)
Pentier défini par récurrence par 0! = 1 et VYn € N*, (n + 1)! =
n! x (n + 1).

On pourra encore noter : Qy By -

Autrement dit : Vn € N,

» Définition:
Pour tout (k, n) € N2, on note (Z) (« k parmi n ») la quantité

définie par :
. n\ _ n! e n\ _
Si0< k<n, (k) = 7k!(n7k)! ; Sinon, (k) =0.

Chapitre 3 Fonctions usuelles

» Propriété (Sommes et produits télescopiques) :

Si (a, b) € N2 et si (ak)keN e CN et si (Bk)keN eCNona:

4 b B 3
) (o) mo e (I50) =5

» Propriété (Changements d'indices) :

~

Si(a b) € N?, si (ag), oy € C" et sid € Z est tel que a+d >0, on
b+d

a: Zaﬁrd_ Z .
k=a-+d

Si (a b) e N2, si (ak)keNECN et si d € Nest tel qued—b >0, on

a: Za]—Zadk

k=d—b

Propriété (somme d'une progression géométrique) :
Pour tout (a, b) € N? tels que a < b et pour tout r € C\ {1} g

' o _ pb—atl

| 2
Propriété :
Pour tout (a, b) € C? et pour tout n € N*, on a

I g

a® — b =

» Propriété:
. N2
Si (ai’j)kEN eC”,

n i
E :E :ai,j =

i=1j=1

sin€e€Nona:

n n
DD i

j=1i=j

>

1<ysisn

Qi j

Propriété (relation de Pascal) :

'OnaV(k, n) € N2, (Zii) = (Z) T (kL)

On en déduit en particulier que V(k, n) e N?,

) e

» Interprétation (triangle de Pascal) :
La relation de Pascal permet de construire les coefficients binomiaux
rapidement.

| 4
Propriété (formule du bindme) :

'v(a,b)@c?, vn eN*, (a+b)"

>

( )akb"_k.
k=0

m Lesréels:
» Propriété (ensemble des réels) :

L’ensemble des réels est muni de deux lois de composition internes

(c’est-a-dire : fonctions de F X E — E) : l'addition, notée + et le

produit, noté Xx.

Ces opérations vérifient les propriétés suivantes :

e Associativité de + : V(:v, Y, z) € Rs, (x + y) +z=x+ (y + z)

o Existence d’un élément neutre pour la loi 4+, noté 0 : Vx € R, z+0 =
04+ x==x.

e Tout réel x admet un symétrique pour la loi 4, c’est-a-dire un réel z’
tel que : z+x/:x,+m:0‘
On note cet élément —z et plutét que d’écrire y + (—
rectement y — x.

e Commutativité de + : V(z, y) € ]R2, z+y=y+zx

o Associativité de x : V(z, y, 2) € R®, (zxy)xz=ax (yxz).

« Existence d’un élément neutre pour laloi X, noté 1 : Ve € R, xzx1=
lxXzox=uz.

z), on note di-

¢ Commutativité de X : V(:E, y) € RQ, T XY=y Xz
« Distributivité de la multiplication par rapport a ’addition (a gauche

N sy, 3 (z+y)xz =(zxz)+(yxz
et a droite) : V(z, y, z) € R®, {zx(z+y) :szm;—&-(zx‘y;'

e Tout réel non nul x admet un symétrique pour la loi +, c’est-a-dire
un réel 2’/ tel que : z x 2’ = 2"’ x = 1.

1 1
On note cet élément — et plutét que d’écrire y X — ou y X —, on note
T x T
1
directement i

De plus, R est muni d’une relation d’ordre <
Uaddition et la multiplication :

o V(a,b,c,d) S R4, [(a < b) et (c < d)} — (aJrc) <
(b+4d).
. V(a, b c) ER?,

qui est compatible avec

[(aéb) et (020)] — axc<bxec
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